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Una vez que hemos visto los espacios vectoriales, podemos analizar ciertos
elementos que van a relacionar unos espacios con otros. En este caso veremos
las aplicaciones lineales que simplemente son leyes que van a relacionar
elementos de un espacio vectorial que llamaremos espacio de partida con
elementos de otros espacio vectorial al que denominaremos espacio de llegada.

O viendo un ejemplo que tiene que ver mas con la asignatura , en el que se
relaciona cada vector de R3 con su opuesto .

& R’
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Definicion de aplicacion lineal
Una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales f: V——-> W es una ley
que relaciona elementos de un espacio vectorial ( espacio vectorial de partida

V ) con elementos de otro espacio vectorial ( espacio vectorial de llegada W )
verificando dos propiedades

1. Sean uy v dos elementos de V entonces se ha de verificar que

f(u+v)=f(u)+f(v)
2. Sea u un elemento de Uy A un numero real ( escalar ) entonces
f(Au)=Af(u)

Veamos un ejemplo de una aplicacion lineal y veremos que se cumplen ambas
propiedades

f R > R

(X'b) 2 Lo ) Z,X-U)

fecm \L:(ZIS) 3 AV (LII'J)

Clusv)= feay s fovy
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Cea. w=(2.¢), A=h
F(awy= Afcu)

Una aplicacion lineal tiene una serie de propiedades entre la que destacaremos
la siguiente:

f(0)=0
Veamos que es cierto en el ejemplo de la aplicacion lineal anterior

f: *— R°

(x3) ~— (X+9), 2%-%)

¢, Como se puede determinar una aplicacion lineal ?
Una aplicacion lineal se puede determinar de varias maneras :

A través de una relacién como la siguiente

fo & — R

(x19.:2) ~—> (2x=3 | 9+3)
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2. Através de las imagenes de los elementos de una base . En este caso no
nos hace falta tener la relacién , solo es necesario saber las imagenes de los
vectores de una base cualquiera del espacio vectorial de partida . Veamos un
ejemplo

Sea {0: /7)\3 —_— [R? tal que

Tomando B={(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)} unabase de R3 cumpliendo lo
siguiente

[(4.011) = Coid)
f(O\-\\J) = (1)
((O'o,j) :(.‘113)

Con esto es suficiente para saber como actua nuestra aplicacion lineal . Veamos
como podemos obtener la relacién que define nuestra aplicacion lineal .

Lo que tendriamos que hacer es relacionar los elementos de la base candnica
del espacio de partida con la base que hemos elegido. Esto se hace de una
manera muy sencilla

%:4 (4'0,13 ‘Co..\.d\, CO,O«J)}—>|—>a>e e/[e?flr.

s
C=}) (Vo0 , (040 ( (0,0.J) }_> ez canince

@.o,o):x(a.om+3(o,1,.1\-\z(o,o,4)
X =4 4 o 01 4
Yy =0 ( o { O 0)-
X+J+t2 =0 ¢ 4 o/’
X=4, Y=o, 2:-4
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(0'110): X(/(lol{)"‘ 3 (Cﬂ.f,j)-(- ZCO:OrJ)

X T O i 0O O O
j <1 o 40 |1
e o 114 (o

X:O’ \7=d/ 2?—1

(00 8)=X(4:0,4) +9(0:4,4) 4 2(0,0,1)

ior

X o i O o (0]
Q} o o { O /0
Y +942 = 1 1 1 1
Y:OI \/:OI ZCJ
Por tanto tenemos que
(15050) =1 (1!0!1 )+0 ( 0!1!1 )'1 (050a1 )

(0,1,0) = 0(1,0,1) + 1(0,1,1) - 1(0,0,1)
(0,0,1) =0 (1,0,1) + 0 (0,1,1) + 1(0,0,1)

Una vez que hemos relacionado los vectores de la base canodnica con los
vectores de la base escogida ya tendriamos hecho el trabajo pesado . Ahora

queda hacer lo siguiente

f(dvolo): 5.£Cf«o'ﬂ+of(o.1,4)'Jf(o,o,():1.(&1)1—0(;_{)_4(_1'“- (4 0)
= )
f(od,o): 0 f(4.o.1)+ 1 f(o.(.f)-ﬂ((o.o. ').-o(ou)+f((.4)-4 (=151 )-(2 0)
f(oiortD 0 fCtioDt0 flont)4g {(ore), olot)¢o(s,1) £((-() l(
)T (-t)
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Por tanto

£(1,0,
£(0,1
0,0

1,0
2,0
£(0,0,1)=( -1,1

Ya s6lo nos queda ver cual es la relacion que define nuestra aplicacion lineal .

Para ello tomaremos un vector cualquiera ( X, y, z ) del espacio vectorial de
partida.

f(\c,‘j.z): Xf(d.o.o) +9 f(ou.\.O)‘fz(CO.o‘_l]) -
= x(4,0)+ 9 (2.00+2E00)= (x429-2, 2)

Jaato uesdra a‘;h"(;aq‘o’n Cineal sent

PR R
(x4, 2) ~— (x+24~2, )

FO’l

—Bm\?\_e’n Le @uée Q?‘f&()ar E()\'\ll%)z(x"'b‘zlz)

Imagen y nucleo de una aplicacion lineal .

Dada una aplicacion lineal nos va a interesar conocer dos aspectos muy
importantes de ella , a saber , suimagen y su nucleo ( Kerf ) . La imagen vy el
nucleo de una aplicacion lineal nos va a aportar mucha informacién de la
aplicacion lineal. Veamos pues como podemos calcular la imagen y el nucleo de
una aplicacion lineal dada.
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Es conveniente conocer la relacion que define a nuestra aplicacion lineal . Vamos
a suponer que conocemos dicha relacion.

Veamos como podemos calcular la imagen y el nucleo de una aplicacion lineal
cuando conocemos la relacién que define a nuestra aplicacion.

Ejemplo 1.

f(x|\l|2): (X"‘Uln.‘_z ,X“’Z)

El nicleo.

Para calcular el nucleo de una aplicacion lineal tendremos que igualar a cero
cada coordenada

Jtz =0 °© 41 |o
X +¢czo 40:] o
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Veamos otro ejemplo, sea

Ejemplo 2.
fi A —s R
FOM Y = (03 xey)

/\/\/j WWW.TUACADEMIAFACIL.COM



’\‘/\/ 57 INFO@ADEFACIL.COM |

ADEFACIL

La imagen .

Para calcular la imagen deberemos tomar una base del espacio vectorial de
partida, la que sea. Si es posible tomaremos la base candnica y calcularemos la
imagen de cada uno de los vectores de la base que hayamos escogido.

En la aplicacion del ejemplo 1 ‘P: ,K3—$ RS
P00 (x4, 342 xa2)

tomaremos como base del espacio vectorial de partida la canonica

C:%U\O.o)((o..’s,o), (o,o.!\}

Ahora calcularemos la imagen de cada uno de los vectores de la base canonica

f(ﬂ.o.ﬂ: (1+0. 040, 1+0) =( 4.06(1)

f(O(A,O)t (O+1I 4"'O/Of0) - ({,1| 0)
f(U:Onﬂ)r_[o+0,o+4.o+43 =(04)
Una vez que hemos calculado las imagenes de los vectores de la base , nos

quedaremos con los que sean linealmente independientes. La imagen sera el
subespacio vectorial formado por los vectores que sean independientes.

1 0o A
1 1 o
o4 4
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Por tanto la imagen sera el subespacio vectorial formado por los vectores que
sean linealmente independientes , en este caso

En el segundo ejemplo , la imagen sera
3
fi RF—— R
€C7<(k1\ = ( X,J ]X+(O)

tomamos la base canodnica y calculamos las imagenes

C:((l,o)\ (oJ) %

f(ﬂ|0):(1|0,{+0):((r011)
{03y = (0,43,0¢1) =(O 1, 1)
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Ahora nos quedaremos con los que sean linealmente independientes

1 o )
o { 4

En este caso son los dos linealmente independientes y por tanto la imagen sera

el subespacio vectorial determinado por los vectores

ngﬁ: L(( 1,0,4), (O.f\{))
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Matriz asociada a una aplicacion lineal

Una aplicacién lineal puede venir dada por la relacion que la define o también por
su matriz asociada . Ambas formas son equivalentes , por tanto para nosotros
sera lo mismo que nos den la relacion o la matriz asociada .

Hemos de tener claro una cosa , la matriz asociada se obtiene a partir de la
relacién que define a la aplicacion lineal y de dos bases , una del espacio
vectorial de partida y la otra del espacio vectorial de llegada .

Tomando la aplicacion del primer ejemplo

| ] 3 3
fiR°——R
£xy,2)= (X+9, 3+2 , x+2)

Si no nos dan las bases , podemos elegir
nosotros las bases que queramos . Lo normal es que si podemos elegir es que
tomemos las bases canodnicas .

Cp = {(30» (0.4.0) (o, o,l)>
Cf: 2) (1.0.0), (ord.0))(0,01) >

En este caso las bases canonicas de ambos espacios son iguales ya que el
espacio de partida y llegada coinciden .

Tomaremos ahora las imagenes de los vectores de la base elegida en el espacio
de partida

‘E(j‘a.o) = (14+0,0%0, 1+0) =("0 1)

Tf(Q)' 1,0) = (o4, {1+ 0, 0t0) = (4:3,0)
L(oi08) = (0+0, 0%l ,041) = (o1, 1)
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Para calcular la matriz asociada , cogeremos las imagenes de los vectores de la
base del espacio vectorial de partida y los colocaremos como columnas. Esto es
muy importante, se han de colocar como columnas . La matriz resultante sera la
matriz asociada, en nuestro caso :

Rango de una aplicacion lineal .

El rango de una aplicacion lineal se define como la dimension del subespacio
Imagen de f .

Una manera mas sencilla de calcular el rango de una aplicacion lineal es coger
las imagenes de los vectores de una base del espacio vectorial de partida y
calcular el rango de dicho conjunto de vectores .

En el ejemplo anterior

‘E(d‘o.o) = (140,0%0, 1(+0) =("0 1)

“f(‘.‘)' 10) = (o4, {1+ 0, 0t0) = (4:3,0)
f(o‘o‘ﬂ) Z(O‘('O{O'{-(‘O-{l) = (0\1.1)

1 o0 4
4 41 o
o 4 1
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Aplicaciones lineales inyectivas

Diremos que una aplicacion lineal f: Rn

> Rm es inyectiva si su nucleo es
Ker f={ 0 }.

Veamos unos ejemplos

¢, Es inyectiva la siguiente aplicacion lineal ?

{); m&ﬁé ]23

ﬁcx,*y,Z) = (Xe9, 9¢7, x+2)
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Aplicaciones lineales Suprayectiva

Una aplicacion lineal f : Rn ——> Rm es suprayectiva si la dimension de la
Imagen de f coincide con la dimension del espacio vectorial de llegada .

Veamos como podemos ver si una aplicacion lineal es suprayectiva . Pasos a

seguir

1. Elegir una base del espacio vectorial de partida

2. Calcular las imagenes de los vectores de la base elegida y después el
rango de dichas imagenes.

3. Comparar el rango de las imagenes calculado y el del espacio vectorial
de llegada.

Nota : cuando el nucleo = { 0 } diremos que la dimensién del nucleo es =0

Veamos un ejemplo

Cea ](): /R%__) R?
’?(7‘17:2 >: (x-Y4 , Xt >
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Isomorfismos

Si una aplicacion lineal es inyectiva y suprayectiva a la vez diremos que dicha
aplicacion lineal es un isomorfismo .

Por tanto para ver si una aplicacion es un isomorfismo :

1. Debe ser inyectiva , es decir su nucleo debe ser Ker f={0}
2. Debe ser suprayectiva, es decir

dimensién Img f = dimension espacio vectorial de llegada

Teorema de las dimensiones .

A veces es util utilizar la siguiente ecuacion para averiguar si una aplicacion es
inyectiva o suprayectiva.

Sea f : Rn ——-> Rm una aplicacion lineal , entonces se ha de verificar la
siguiente ecuacion

Aim IRn: QAm Kuf+ Qim Im7f
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