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2.1 INTRODUCCION Y OBJETIVOS

El capitulo tiene como analisis el estudio y resolucién la ecuacion de primer orden. En
particular, estudiaremos 3 casos muy importantes:

e Separacion de variables
e Ecuaciones exactas y reducibles a ellas
e Ecuaciones lineales.

2.2 ECUACIONES CON VARIABLES SEPARABLES.
ECUACIONES HOMOGENEAS.

Nuestro objetivo es resolver:

o d al(x)

Utilizaremos el método de separacion de variables cuando la funcion f(x, y) pueda
expresarse como producto de dos funciones, cada una dependiente de una variable,
es decir:

f&x,y) = h(y)-g(x)

De esta forma, la ecuacién original podra expresarse:

h(y) -dy = g(x) - dx

Para obtener la SOLUCION GENERAL integramos a ambos lados:

fh(y)-dy=fg(x)-dx+6
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Ejemplo: Resolver laEDO dx + e3* - dy =0 = ¢ d\j - -dx
—> d - =\ CJX — d ~ —L Y
tﬁ e%x j - €3X
-3 X

Ejemplo: Resolver la EDO y' = (1 + x)? ( \j\ - é?(\(, 9 ) >

Cﬁ X)) d3 =
d X

jdg»_ Smxf‘axg]g" I E
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Algunas EDO no son de variables separable, pero mediante CAMBIOS DE VARIABLE
se convierten, es el caso de las ecuaciones homogéneas:

¢Qué es una funcion homogénea? —=o /\ < \P\

g(kX,/\BB: X\-g(x,33:> 8(&&6 de o

\n om()8 éﬂeo en )

Algunos ejemplos:
flx,y) = x3 = 2yx? + 5xy?
2
PO, 2 < (37220 (33T S X OB) = o
2 (0 e S e X 719[_)?—23)(*5\(3:&
é}X—’Z%%}x cI< Y =8
flx,y) =3x2%y — y2/x?% + 2y2

PO gy = BN Xy X NERREDE B
2 22,2 2
= 3%)(2 )\3’ )*231 m: 3)\3.>(75’) Y JM)
) r—
2 2 2 2 @ \ X 12y
Bty VXY
Ecuaciones homogéneas de primer orden: La ecuacién ms

homogénea si f(x,y) es HOMOGENEA DE GRADO O0:

fx,Ay) = 2°f (x,¥) = f(x,y)
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Y se debe resolver usando el cambio de variable:

du _dx
gw) —u  «x

y=ux->y =u'x+u|e

Si la ecuacion la tenemos en la forma:

(P(x,y)-dx+Q(x,y)-dy=0 Z

, , . , : 2%
Sera homogénea si P y Q son homogéneas del mismo grado. /\&b
ot
P < r“s
~ A (\—/¥—

Ejemplos: Comprobar que la ecuacién 2xy - dx — (3x? — y?)dy = 0 es homogénea.

Resolverla usando el cambio de variable adecuado. 5 )@
_ ] . s 2 X 2
?: XYy == ?(AX/)\EQ_ 2 AX >\b A 8

2, 2 2) < e ~(3)
:—C%X 3)’)@(>‘Y/>3) Q%)\X‘>*3> ) (\.bd’

2
Cax oGl e 20
20
2 x-uX ZUXL - _’?/u;—/— = _ﬁ
et ——— " 2
WX eu = B2 (X’ g ()

\ __2/\')\—-'\)\

wx = ST,2

- +UL3

d\*oX~ 2
dx -
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-0 =
=0
—U~/’_ “A => n="3

3 - =
-3 n _
Q= | ( J(K_\— o T u+\\ ChL

E‘\' C=\ -5'3\Y)UL+ Qou-0) + ot
= 2C=> = i
] o Y/x
- =
»é‘?ﬁ Qo) + CoCut) = do ':/C/ /
—— ) .
@QOUS 0 (u—{)(u-éﬂ; QD TS % kX .
0D % U
2,5 =\ %Z_X?’
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Existen mds ecuaciones que con el cambio de variable adecuado se convierten en
variable separadas:

, (a1x+b1y+c1) \ _x+2$43
Y= a,x + b,y +c, - E} ?x—kf)-%BF

En este caso existen dos posibilidades:

a b . .
Rectas no paralelas: a—z * b—i — deberemos hacer los cambios de variable:
1

Donde (a, f3) es el punto de corte de las rectas.

a b ..
Rectas paralelas: a—2 = b—i = k — La ecuacién queda de la forma:
1

, ( a;x + by+c )
V' = \Klaxtby) * o,

Y se resuelve con el cambio de variable z = a;x + b,y

2w- \-o _
Resolver la ecuacién: y' = % 0 | N {a NO PARALE LAS
g ™Y X =o

Lx =07 =2

25»—\10 D L&)—-I/Z C\/Z

Do de conte => (Q2>\/23 - @
(8)=o +@
i
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- 28)-\ - O\: 20(5‘“/'2\ - _ 20+ {-\
v yelprahe T
27 \
V' v+~ = y-tooe = Y= bwtt
(Y= WO
\ 2tV _ﬁ- = > Jé\)(ﬁ—t
Lottt = N %(25(37 2t
2
\ Zt/th—JC i d% ‘—Zt ’f’t
e 2L+ T odu ozl
ch%i dt - ( du_
—2¢tt
Jc('ZH:W
a Q 1 - jpfcf'z) +Btdt oot~ ﬁ({-ngt
O | Jdx=
j):z T £ £=0  __pfT2
= -5
-y, Ot 4 Sln(4-2) = Qﬂ&+§: t=2 < . 28> 8772
2 . QY. \p@\
+-2) g Dol
0 2 Qnku o> 2% kv e ds
: 72 b’astswb[Q
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2.3 ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS. FACTORES INTEGRANTES.

Decimos que la ecuacion diferencial P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 es exacta si las
funciones Py Q son el Gradiente de una funcién F(x, y):

0F(x,y) ' 0F(x,y) _
“ox - P(x,y); oy Q(x,y)

F(x,y) = C eslasolucion general y F se denomina funcién potencial de Py Q

Existencia de la funcion potencial

Sean P y Q dos funciones reales definidas y de clase 2 (C?) en un recinto convexo de
R2. La condicién necesaria y suficiente para que (P, Q) sea el gradiente de una funcién
F es que se cumpla:

dP(x,y) _0Q(x,y)
dy ox

¢Como la resolvemos? Los pasos a seguir son siempre los mismos:

a) Seintegra P(x,y) respecto de x

F(x,y) = j P(x,y) - dx + k(y)

b) Se calcula k(y) derivando respecto de y la igualdad anterior, entonces

0 =5 ([ 3 -ax) 4 K0) > K0) = Q) — 5 ([ P2 - ax)

c) Se sustituye k(y) en laigualdad de a).
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Ejemplo: Comprobar que la EDO (x — y* + y2senx)dx — (3xy? + 2ycosx)dy = O es
exacta. Resolverla. N \\—/—\/\/

v Q
S\: _ga + stem( .
2,2y Sen¥x exacto.
O _ _ (auF-2 senx) = =39 T
S

Fooyd = B(X*U%J‘ﬁi%mﬂ"dx + RO =

N @
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Ejemplo con parametros: ¢ Qué valores de los parametros a, f hacen que la
siguiente EDO sea exacta? Resolverla en ese caso

3x2yd—x =1+ py —x“
dy

pigde = (g o gy YT oo
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Factor integrante y su existencia

¢Qué podemos hacer si una EDO no es exacta? Es decir:

dP(x,y) . 9Q(x,y)
dy d0x

En estos casos, vamos a tratar de convertirla en exacta mediante la busqueda de un
factor integrante.

— uCe,y)[P(x,y)dx + Q(x,y)dy] =0 Cof\}]'./qoc{ov\

N ﬁ“(’
Tenemos que: n*ﬁg&sf\
d ,v) - P(x,
k(0y)  PCry) » L ygy Oy pruep,
a ) : )
ulx,y) - Q(x,y) - lutx ygij(x 2] = Uy Q- Qy

Igualamos las expresiones:

:uy'P'l'.u'Py:/’lx'Q'i'.u'Qx_)

.U(Py_Qx):.ux'Q_Auy'P
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Existen 3 casos:

P —
e usolodependedex — %’ = YTQX
P
”_, — My—Nx
e usolodependedey — il J
M,—N
e u depende de ambas* B TyTx sy
u Nzy—Mz,,

oo de Taxsabhle 2T AR

Ejemplo: Resolver la EDO: cos(x) dx + (1 + 5) sen(x)dy = 0 con u(y)

"~
e —
€N
oF 4 2Q
Q_P_‘— @, : R _ (\’rz/tﬁ cCcesSX >\ S%
574 OX

L_ (vaK
)’; ‘P+ﬁ®

Loy O =y @y p (M) cos

ﬁ(X/%W‘Q’—) >

}g(y, 9= 'P(\(,S\ =

py)=>fx= O
o Q %)J(HZ/B)QSS—;

/J ‘P—\'O—
|+’Z 3 X

< LT R
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- . + Loy~ Q\m@ + o (706 3
o= grzlog = wriod < ooy
Q,y -
1
Y 2 & _ C\)
¢ .cen¥X - &
eyj cesx- d ¥ +(‘+/‘33 > \,\3/ J
e~ /U\
M - \
s e-y-sen(x) + 1KY
(2 cexedx 1Ly = [ €Y
F(Y@:S@ﬁ = e
g 4+ Koogs
oF 63’932 conX + 2€ S-SQQ(XB 3
b% .
[ Z .
! 2 oy 2EyT sRnx 1LY (1+Zy)senxeY
e x .
\_3/'\/’ " _ gquev 2 N 2560\(69

Y= D

\Z(BW:C),-J [AQR
N
’%'F(V/%w - e-al %@O(‘){) = c_
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2.4 LA ECUACION LINEAL DE PRIMER ORDEN

La ecuacion lineal de primer orden tiene la forma:

y+f(x)y+gx)=0| &

Cuya solucion general es:

y(x) — e_ff(x)dx . [C — jg(x)eff(x)dxdx 4—

o . - d
Ejercicio 1: Resolver la ecuacién diferencial lineal xﬁ +4y=x3—x

\~~
\

N

XK =

k& v ‘4\3’- \(%— X

‘ 41z O
X%\the:g-)(ﬂx:@ ol y%v\,_;
~ F{v) 8()‘3

§ Y

v .d
_.5 X ’C j(,x-rl) <l 5 IX
%(XW —L/W L

YUY 400 x ’L
_“PQOX — (WA . CIX
- e . Lc_j(»x .1) €

Y

v o
e [c-jexie |

(Ve
X—q" [C _ j(- Xt | )« )(L.{c\xl
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K—T'C-J( X + X JY} X - L(CZL (- T * /51

‘ \ + )(3 = O
Ejercicio 2: Resolver laEDOy' +Z4+x3 =0 — 3 T— é
* X A~
~~
Proy 8(%‘)

-J‘;.dx jld\(
— 3 X _
\j(x): - ' \C—JX°€ °a5l
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2.5 Ecuacion de Bernouilli

Decimos que una ecuacion es de Bernouilli si es de la forma

y' + )y +gQ)y® =0

Donde f y g son continuas y n > 1. Podemos convertir la ecuacién en una lineal si
realizamos el cambio de variable:

- 1 1
T A-—nyr 1 Tyn?

VA

Si dividimos la ecuacion original por y™

1
— '+ f(x) +g(x)=0

y yn—l

Y realizando el cambio:

zZ’+(1—-—n)fx)z+g(x)=0

Ejercicio 1: Resolver la ecuacién de Bernouilli y' + 2xy —xy? =0

\

=24 = :2:“\/% — 2‘T 3/51

/

\
9;+2Xg_ x%:O% ¥ 02X v -0

—
—

gy oy

"

]P(\() 8(><7
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