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3.1 INTRODUCCION Y OBJETIVOS

En este capitulo vamos a tener como objetivo el analisis y resolucién de la EDO de
orden n:

apxey" + a;x™ y" 1+ +a,y=0

Ecuacidn que aparece en muchos sistemas mecanicos: osciladores, circuitos RLC ...

3.2 EL PROBLEMA DE CAUCHY

Podemos describir una ecuacion de orden n como:
F(x,y,y',..,y") =0

Si despejamos el orden n:

yr=fW,y,...,y"

Al igual que con la EDO de orden 1, épodemos asegurar la existencia y unicidad de
una funcién que cumpla?

Yo =¥(x0);y1 = ¥ (%0); o3 V-1 = ¥y 1(x0)

Teorema de existencia v unicidad

Podemos asegurar que existe una Unica solucion y = ¢(x) si:
a) f escontinua en su dominio de definicion

b) f posee derivadas parciales (respecto de la V.D) continuas

La solucidn general dependera de n parametros:

y=@(x,C,Cy, ..., C)
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Ejemplo: Comprueba que y = C,e“1x es solucién general del siguiente problema de
Cauchy:

12

144 y !
y' = y ;v(0)=1;y'(0)=1
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3.3 METODOS ELEMENTALES DE INTEGRACION

Existen algunos casos particulares en los que las EDOs de orden n tienen una rapida
solucion, estudiaremos algunos casos:

Ecuaciones de la forma: y" = f(x)

Integraremos n veces hasta llegar a y. Por cada integral que hagamos aparecera un
constante de integracion:

Ejemplo: x3y"" =1 =~
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Ecuaciones que no contienen la variable independiente

Fly,y",y",..,y") =0
[\/\,

Realizando el cambio de variable y' = % = p conseguimos bajar un orden la EDO ya

que:

d
y’=p—>y”=p-—p
dy

Es util cuando la ecuacion es de segundo orden ya que generalmente obtenemos una
ecuacion de primer orden en variable separadas.

Ejemplo: yy" — (y')? =0

Ecuaciones que no contienen a la funcion ni a sus derivadas hasta el orden
m-1 inclusive

F(,y™, ...,y =0

Realizando el cambio de variable y™ = p se reduce la ecuacidn diferencial hasta el
ordenn —m

Ejemplo: (y")* + (»'")? =1
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3.4 LA ECUACION LINEAL. EL OPERADOR DIFERENCIAL LINEAL

El caso mas importante de estudio es la ecuacidn lineal, la cual definimos como:

Una ecuacion diferencial de orden n es lineal si lo es respecto a la funcion y a todas sus
derivadas, es decir, su forma es la de un polinomio de grado uno. Su expresidon general
es:

dny dn—ly
dxn * ) g

ot Ry (X)y = F(x)

N

SI F(x) = 0 diremos que es homogénea.
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El operador diferencial lineal

: d . ., :
La derivada —, es.un operador que aplica sobre una funcion (derivable) y le hace

corresponder su derivada. Por conveniencia, podemos llamar a ese operador D y
considerar los operadores h(x)D™. Con esto, podemos formar el operador L(y) tal
que:

n

d y dn—ly
dxm (%) dxn-1

L(y) = +o by (0)y

Y empleando la notacién D:
L(y) = (D™ + hy(x)D™ " + -+ + h,(x)D%)y

Acortando y compactando la notacién, de esta forma, las ecuaciones se pueden
expresar:

Completa: L(y) = F(x)

Homogénea: L(y) =0

Donde L(y) es el operador diferencial lineal y H(D) es el polinomio operacional:

L(y) = HD)(¥)

Ejemplos:

3.1 211

x*y" = 3x°y" +6xy' —6y =0

S., 1

3
—x>y"" + ;y” +In(x)y —2y=e*
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3.5 Teoria Fundamental de las ecuaciones lineales

Una familia de funciones reales {fi,f,,..., fp} definidas en un intervalo (a, b) de
numeros reales se dice que es linealmente dependientes si existen p constantes
C1,C2) -y Cp NO todas nulas tales que

c1f1(x) + cof2(x) + -+ ¢, f, (x) = 0 para todo x € (a, b)

Si no, decimos que son linealmente independientes

Ejemplos:

e fi(x)=x%f,(x) = —3x%en (2,5)

e fi(®) = x, fo(x) = sen(x) en (—m,m)
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Combinaciodn lineal de soluciones de una ecuacion homogénea

Toda combinacion lineal, con coeficientes constantes, de soluciones de una ecuacion
lineal homogénea es también solucion de ella.

Es decir, si yy, ..., ¥, son n soluciones de la ecuacion lineal homogénea
L(y) = 0 en (a,b) se tiene que cumplir:

Liy1) =0,L(y2) =0,...,L(y») = 0

Una combinacién lineal suya, y = 1, y; + 4,9, + -+ + 1, ¥, cumplira:

Ly) =LAy, + Ay, + -+ A4,,) =0

*Si la ecuacion lineal homogénea L(y) = 0 con coeficientes reales tiene una solucion
compleja, la parte real de la misma y su parte imaginaria, por separado, son también
soluciones de dicha ecuacion

cExiste alguna forma mds simple de saber si una familia de funciones es linealmente
dependiente o independiente?

Wronskiano

Sea F una familia de funciones {y;, y5, ..., ¥, } definidas y derivables hasta el orden n-1

V1 Y2 = Yn
y' y' y’
WLy )= T T
ypt oyt it
n

Si es 0 son linealmente dependientes

Si es distinto de 0 son linealmente independientes
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Espacio de soluciones de la ecuacion lineal homogénea

Se llama sistema fundamental de soluciones de una ecuacién lineal homogénea de
orden n en (a, b) de R al conjunto de n soluciones cualesquiera linealmente
independientes.

Solucion general de la ecuacion homogénea

Si {¥1,¥2,-,Yp} €s un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién lineal
homogénea

yr+h )y 4+ b (x)y =0

Con h;(x) continuos.

La expresion (combinacion lineal del sistema fundamental)

y=0Cy +Cy, + -+ Cyy

Para los distintos valores de C; contiene todas las soluciones de la ecuacion, y se llama
SOLUCION GENERAL.

Teniendo el sistema fundamental podemos averiguar de que ecuacion lineal
homogénea es solucion

Ejemplo: {1,e*}
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Expresion general del conjunto de soluciones de la ecuacion lineal completa
Dada la ecuacién L(y) = F(x) donde los coeficientes y F(x) son continuas en un

intervalo (a,b). Si y; (x) es una solucidn particular de la ecuacién homogénea asociada
y v(x) lo es de la ecuacion completa, se cumple que:

y(x) = y1(x) + v(x)

Es solucion de la ecuacidn completa. Ademas, se cumple el Principio de superposicion.

“La solucién general de la ecuacion completa L(y) = F(x) es la suma de una solucion
particular suya mds la solucion general de la ecuacion homogénea asociada”

Y(X) =YH +Yp =C1Y1 Tt Cpn +yp

Ejemplo: Demostrar que la familia de soluciones y = ¢;x + c,x? + 2x2%e* — 4xe*

es la solucidn general de x2y"" — 2xy’ + 2y = 2x*e* en 2 = (0, )
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Reduccidn de orden de la ecuacion lineal homogénea
Conociendo una solucién particular de la ecuacién y mediante un cambio de variable
podremos reducir el orden de la ecuacion lineal homogénea.

Si y; (x) es una solucién particular de y™ + h; (x)y™™ ! + -« + h,,(x)y = 0 entonces
el cambio de variable:

y=y;(x) v(x)

Transforma la ecuacion en una lineal homogénea de orden n-1

Ejemplo: y = x es solucidn particular de xy” —xy' +y =0
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