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T5. ESTADISTICOS MUESTRALES Y SUS DISTRIBUCIONES

5.1 INTRODUCCION. MUESTRA ALEATORIA

A veces se recurre a la selecciéon de una muestra, una parte de la poblacion, con el fin de
extrapolar la informacién que nos proporcionen los elementos de la muestra a toda la poblacién
mediante diferentes técnicas estadisticas. Este proceso recibe el nombre de inferencia
estadistica.

Para poder asegurar la calidad de la inferencia, la muestra debe ser representativa de la
poblacién y sus elementos no deben reunir ninguna caracteristica esencial que los diferencie del
resto. La representatividad de la muestra se trata de conseguir seleccionando las unidades de
manera aleatoria.

Existen dos tipos de muestreo aleatorio:

- Muestreo con reemplazamiento. Cada unidad seleccionada se devuelve a la poblacién
pudiendo resultar elegida nuevamente. Las probabilidades sucesivas de seleccion de un elemento
en cada una de las n extracciones muestrales seran:

11 1

N'N''N

r

- Muestreo sin reemplazamiento. La unidad seleccionada se retira de la poblacién no
pudiendo ser elegida otra vez. Las probabilidades sucesivas de seleccion dependeran en
cada extraccién de la anterior:

1 1 1
N'N-1""N—-n+1

Si la poblacion es muy grande o infinita, entonces no existe una diferencia significativa.

A partir de ahora nos referiremos a poblaciones de tamano infinito en las que no haremos
referencia a que el muestreo sea con o sin reposicion.

Sea X la variable aleatoria correspondiente a una poblacion con funcion de distribucidn F(x). Silas
variables aleatorias X4, X2, ..., X» son independientes y tienen la misma funcién de distribucion,
F(x), que la de la distribucion de la poblacion, entonces las variables aleatorias X4, Xo, ..., Xn
forman un conjunto de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas que
constituyen una muestra aleatoria simple de tamafio n de la poblacién F(x)*

Si la poblacién de partida es de tipo discreto, entonces la funciéon de probabilidad conjunta de la
muestra sera:

n n
P(Xy =%, .., Xn = 2p) = nP(X= x;) = npi =P1" -"Pn
i=1 i=1
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Si la poblacion es de tipo continuo con funcién de densidad f(x), entonces la funcion de
densidad de la muestra sera:

[Ge ) = [ [ FGD = £Ge) - o £ o)

5.2 PARAMETROS POBLACIONALES Y ESTADISTICOS
MUESTRALES

Los parametros poblacionales son las caracteristicas numéricas de la distribucion poblacional. Si
la caracteristica sigue una distribuciéon normal, N(u, o), observamos que para describir totalmente
la funcidn de densidad tendremos que dar valores a los dos.

Se presenta un problema cuando deseamos estudiar una poblacion con funcion de distribucién
F(x,0), donde la forma de la distribucibn es conocida pero depende de un parametro 6
desconocido.

Un estadistico, T, es cualquier funcion real de las variables aleatorias que integran la muestra,
la cual no contiene ningun valor o parametro desconocido:

T =(X1,..., Xn)
Para una muestra concreta (x1, ... , x») el estadistico (usaremos letras mayusculas para indicar las
variables aleatorias y letras minusculas para los valores concretos) tomara el valor T = g(x1,... ,Xn)

y a medida que vamos tomando muestras diferentes se obtienen distintos valores del estadistico,
por lo tanto, el estadistico T es también una variable aleatoria que tendra su distribucién
probabilistica, a la que llamaremos distribucion muestral del estadistico.

El parametro es una constante y cuando se conoce determina completamente el modelo
probabilistico, sin embargo el estadistico es una variable aleatoria cuyo valor dependera de las
observaciones muestrales.

Si la medida numérica (media, desviacion tipica, etc.) se calcula para el conjunto de datos
poblacionales le llamaremos valor del parametro poblacional y si se calcula para el conjunto
de datos muestrales, le lamaremos valor del estadistico muestral.

En una poblacion finita de tamafio N los parametros poblacionales media, varianza y
proporcion poblacional son:

EIH

N N .
Z 1 Z )2 X n2de éxitos en N pruebas
e N i # p= N n2 de pruebas
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Para una muestra aleatoria simple de tamafio n, (Xi, ... , X.) los estadisticos media, varianza y
proporcion muestral son:

n

¥ 1 Zn:x 2 1 Z Y. — )2 p X node éxitos en n pruebas
n ¢ T n-—-1 X; ) Y“NT n2 de pruebas

i=1 i=1

.y . 2 .,
El estadistico varianza muestral, s°, se puede formular también como:

n n
1 _ 1 Xi=1 X)?
- 2 _n-x2|=——- 2 _ M=l
n—1 (ZX‘ n X) n—1 (ZX‘ n
i=1 i=1

§% =

5.3 FUNCION DE DISTRIBUCION EMPIRICA

La funcion de distribucion de una variable aleatoria X estaba definida como:

F(x) =P(X <x)

Que representa la proporcion de valores que son menores o iguales que x.

Consideremos una poblaciéon con funcién de distribucion F(x) y sean (xi, ..., x.) los valores
observados en la muestra correspondientes a una muestra aleatoria simple procedente de
esa poblacioén, y designamos por N(x) el numero de valores observados que son menores 0
iguales que x. Entonces definimos la funcién de distribucién empirica de la muestra como:

N(x)
Fu(0) =——
Un estadistico es una variable aleatoria que tendra su distribucién de probabilidad denominada
distribucion muestral (hay diferencia entre la distribucion de la poblacion de la cual se ha
extraido la muestra y la distribucion de alguna funcion de esa muestra, el estadistico).

Una vez obtenida la distribucion muestral de un estadistico se podran hacer afirmaciones
probabilisticas sobre él y estudiar sus propiedades como estimador.
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5.4 DISTRIBUCION MUESTRAL DE ESTADISTICOS

Un estadistico es una variable aleatoria que tendra su distribucion de probabilidad
denominada distribucion muestral (hay diferencia entre la distribucién de la poblacién de la
cual se ha extraido la muestra y la distribucién de alguna funcién de esa muestra, el
estadistico).

Una vez obtenida la distribucion muestral de un estadistico se podran hacer afirmaciones
probabilisticas sobre él y estudiar sus propiedades como estimador.

Teorema

Si (X1,..., Xn) es una muestra aleatoria simple de tamafio n procedente de una poblacién, descrita
por la variable aleatoria X, con media E[X] = u y varianza Var(X) = o2, entonces la esperanza
de la media muestral es igual a la media de la poblacion, u, y la varianza de la media muestral es
igual a la varianza poblacional, 02, dividida por n.

2

_ __ O
E[X]=u Var(X)=?

A la correspondiente desviacion tipica del estadistico ¥ se le llama error estandar de la media 'y
viene dado por:

- _ @
o(X) = error estandar de la media muestral X = —

Vn

El valor central del estadistico media muestral es la media poblacional u, resulta que cuanto
mayor sea el tamano muestral n menor sera la dispersion de X en torno a la media poblacional

U, y el valor observado del estadistico estara mas proximo a u. El estadistico media muestral
X puede ser considerado como un buen estimador de la media poblacional u.

Para hacer inferencias sobre el parametro media poblacional u utilizando ¥ no es necesario
tomar muestras de tamafio demasiado grande.

El Teorema anterior es valido cuando el muestreo se hace de una poblacion infinita, o de una
finita, pero con reemplazamiento. Si el muestreo se hace sin reemplazamiento en una poblacion
finita de tamafio N, tendriamos que:

N-—n
N-1

E[X] = u Var(%) = %

Al término en negrita se le suele llamar factor de correccion de poblacion finita.
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Teorema

Si (X4, ..., X.) es una muestra aleatoria simple de tamano n, procedente de una poblacién,
R . . . 2
descrita por la variable aleatoria X, con varianza Var(X) = ¢, entonces la esperanza de la

. . . . 2 . .
varianza muestral S2 es igual a la varianza poblacional o” y la varianza de la varianza muestral
es funcién del momento central de orden cuatro:

2] _ 2 2y _ Ha 3—n ot
E[S?] =0 Vﬂr(s)_n-l-n-(n—l) o

5.5 DISTRIBUCION MUESTRAL DE POBLACIONES NORMALES
5.5.1 Distribucion de la media muestral cuando se conoce la varianza poblacional.

Sea (X1, ..., X») una muestra aleatoria simple de tamafo n, procedente de una poblacion N(u, o).
Entonces la distribucion del estadistico media muestral tendra una distribucidon normal:

IR R A
= —: . —» =
nLh b

Y, como consecuencia, el estadistico tipificado seguira una normal estandar:

X—pu
Z="—5—-N(0,1)

Vn

En muchas situaciones la poblacion de partida de la que se extrae la muestra no es normal. En
tales casos, la distribucion muestral asintotica del estadistico media muestral ¥ , para muestras
grandes (n = 30) seguira siendo normal.

Teorema
Sea (X,..., X.) una muestra aleatoria simple de tamafio n, procedente de una poblacion
N(u,0). Entonces las variables aleatorias:

Xi—u

Z;
o

Son N(0,1) e independientes y tales que

: : 2 (Xi _lu.)
a
i=1

Sigue una distribucion y? con n grados de libertad.
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5.5.2 Distribucion de la media muestral cuando no se conoce la varianza
poblacional.

Cuando la varianza poblacional es desconocida se procede como indica el siguiente teorema
. . . . 2 - . 2

y consiste en estimar la varianza poblacional ¢° utilizando la varianza muestral S°.

Teorema

Si (X1, ..., Xn) es una muestra aleatoria simple de tamafio n, procedente de una poblacion
N(u, o) con ¢ desconocida, entonces el estadistico

— t — Student con (n — 1) grados de libertad.

Si la muestra es grande, la distribucion del estadistico anterior puede considerarse
aproximadamente como una N(0,1). Si la muestra es pequefia, no.

5.5.3 Distribucion de la varianza muestral

. . .y T 2 4 ) " N T
La distribucion muestral del estadistico S° tiene pocas aplicaciones practicas en estadistica,
sin embargo, una ligera modificacion resulta de gran utilidad.

Teorema Teorema de Fisher.

Sea (X4, ..., X.) una muestra aleatoria simple de tamafo n, procedente de una poblacién
N(u,0). Entonces se verifica que:

1. Los estadisticos X y 52 son independientes.
2. El estadistico:

n—1)-5% ¥.(X - X)? 2
0_2 = 0_2 = x'n.—l

Sigue una distribucién y? con n — 1 grados de libertad.
3. El estadistico:
X-u
- tn—l

S

Vn

Sigue una distribucién {-Student con n — 1 grados de libertad.
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5.6 DISTRIBUCION DE LA PROPORCION MUESTRAL

Sea (Xi, ... , X») una muestra aleatoria simple de tamafo n, procedente de una B(1,p), y
sabemos que el estadistico proporcion muestral sera también una variable aleatoria,

A

X
p:P‘—r:;

Donde X es el numero de elementos de la muestra que poseen la caracteristica que estamos
investigando, X sigue una distribucion binomial B(n, p).

Cuando n es grande (n = 30), resulta que el estadistico proporcion muestral sigue una
distribucién asintéticamente normal, es decir:

X P q
=P, =— N , |/
p=re= 0 (n [BD)

También se verifica, para muestras grandes, que:

ﬁx‘?
p'q
n

Z =

- N(0,1)

Siendo el error estandar del estadistico proporcion muestral,

o(p) = -1

Que disminuye cuando el tamafio de la muestra aumenta.
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