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CAPITULO 0: NOTACION Y CONCEPTOS BASE

Derivada: tasa de variacidon/pendiente. Se una funcién y = y(x). Definimos su
derivada como:

, _dy

y_dx

En una funcidon/ecuacion diferencial debemos tener muy claro cudl es la VARIABLE
INDEPENDIENTE (V.l.) y la VARIABLE DEPENDIENTE (V.D.)
La notacidon que usaremos a lo largo del curso:

I d?
LelanZZ—y,—y
dx’ dz?

n

Lagrange: y',y",y"", ...,y

Newton: y,Vy, V...
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1.1INTRODUCCION Y OBJETIVOS

Modelizaciéon de muchos fendmenos fisicos, econdmicos...

dy

—=f()

cinow ke RC
o —= s o \adon

ALOTNS O

1.2 CONCEPTOS GENERALES

Definicidn: Una ecuacion diferencial es una ecuacion en la que figura una funcion
desconocida y alguna de sus derivadas. Si la funcidn incégnita es de una variable se
llama ecuacion diferencial ordinaria (EDO):

y = xy'? + seny’

yIII 1 8yllx — 0

Orden de una ecuacion diferencial: Se llama orden de una ecuacion diferencial a la
derivada de mayor orden que intervenga en la ecuacion.

% = kx — Onc\éﬂ i

— 0N ClQﬂ Z

k
s3(t)

ms''(t) =

N' = kN — k,N2 —%oﬂcieﬂj_
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Grado de la EDO: si puede escribirse como un polinomio, el grado de la ecuacion es
el grado de |la derivada de mayor orden.

3\\3’ 53: X/l’—b onden2_ Sraﬂo 3

Decimos que una funcion y=y(x) es una solucion de la EDO y si al sustituirlaaellay a
sus derivadas en la EDO se satisface la ecuacion.

Ejemplo:

Comprobar que la funcidén y = v2e* + 2x es solucidon de la ecuacidon yy' =e* + 1

k,-f\/q
X
__2’6_:—];—%——; e _\—L

N~

_ T
3 o225 +2x  \zer2y

- ex%l { X+lf K/Alé(/(,
\/:2(’_72; \‘ﬁx S Be)j_L /

Formas en las que nos podemos encontrar una EDO

General: F(x,y,y",y",...,y") =0

Normal: y* = f(x,y,y',...,y™ 1)
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Algunos ejemplos:

Linealidad de una EDO: Una EDO de orden n es lineal si puede expresarse de a
forma:

a,(x) - y +a, 4 y" l+otay- Ytagy=gx
W = \/

Pofs coeg;u’en)xfb degenden Qxc&x%(tfqmen)(e de X

De manera que los coeficientes a(x) solo depende de la V.I.
) g(x) = 0 > homogénea
/—@Sc(\ ﬂ

) ao,...,a, constantes — ecuacion diferencial lineal de coeficientes
constantes

) a,,(x) =1 - forma candnica
2

3‘“_ 3><\3\ = X=X

Algunos ejemplos:

(1—-x)y" —4xy' + 5y =cos(x) —> /Q‘DQQ‘Q

d—rl:+—+u—|cos(r+u) S“’% no \LOQOQ
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Forma de las soluciones: Como hemos visto antes, la solucidn de una EDO de
orden n estd por formada por una funciéon y = y(x). Pero ademas deberemos
definir un intervalo (2 de manera que se cumpla que:

Condicién 1: La funcion y = y(x) satisface la ecuacion diferencial para
todox € 0.

Condicion 2: Regularidad, y es continua y derivable n veces en (2, ademas
todas sus derivadas son continuas en (2.

Podemos tener la solucién en dos formas:
Explicita - y = y(x)
Implicita - G(x,y) =0

La comprobacion de que una funcidn es solucién de una ecuacion diferencial
dependera de la forma en la que tengamos la solucion:

Explicita: derivamos tantas veces como orden tiene la ecuacién, estudiamos la

continuidad de la funcidn y sus derivadas y comprobamos que cumple que la
ecuacion. Definiremos Q lo mas grande posible.
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Ejercicio 1: Comprobar que y = (1 — senx) 2z es solucién de 2y’ = y3cosx

\_/—\/
\3/?_
Lj'- -1 (l’SQDX) . (—Q65x3 =
2 \/\/\' N 2
-3/ > oS X
%é‘ (I-seax) (PcoS¥) = [ (1- se0) 1
-¥
-3 , /
(1-senx) . cesX - (1-senx) CoSX

L mgeox > O 2> 1>5e0X -, 1

e Q- % %) (35°) %

/

Ejercicio 2: Comprobar que y = c;e?* + c,xe?* es solucidn de la ecuacién

2x 2X X

QCe + (e + 2C2XE

+QQX€

2%
S b e 20 x 2G€

R
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Implicita: Deberemos derivar implicitamente y comprobar que satisface la

ecuacion. Pare ello deberemos relacionar la expresion obtenida con la ecuacion
diferencial. \

3
A

. . . xy .7 dy e_xy_y
Ejercicio 1: Comprobar que e*” +y = x — 1 es solucién — =

dx e XV+x

Ejercicio 2: Comprobar si la expresién x? + y? = 6 es solucién implicita de la

x \ x/%’

dy -
EDOE_; 3

d 24?:i - Q/’llo
oV JI= (6 AxE

23,3\—_—-7,)( < 8: /2/2;: - S\Z_X/gx
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1.3 LA ECUACION DE PRIMER ORDEN

Ecuacién de la forma: /_9 O,\Cle«\ i

F(x,y,y') =0

En algunos casos podremos escribir:

y' =f(y)

Dado un punto (x,V,) éexiste alguna una funcion que pase por ese punto y de
solucion a la ecuacion?

El problema que queremos resolver, también conocido como: Problema del Valor
Inicial (PVI) o problema de Cauchy:

PVI: {y' =fxy) [ i?(x’g\
y(x0) = Vo —scchdel'm% (nonales

Dada la ecuacion diferencial y' = f(x,y) y un punto (x,,V,) del dominio de
definicion f, ¢qué condiciones debe cumplir la funcion f para que exista una unica
solucion y = @(x) de la ecuacion, tal que y, = @(x,)?
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El Teorema de existencia y unicidad nos dice que: Sea f una funcién continua de un
dominio Q € R?en Ry (xy,y,) € R.Consideremos el problema de Cauchy:

{y’ =f(x,y)
0 (x0) = Yo

Si la funcidn satisface las condiciones:

a) f es continua en@——» (Xo, %)03 N S en‘lGDh@

: _0f(xy) .
b) f posee derivada parcial T continua en Q.
\/'\/';@ CCQ/\'“WQ‘ en (YO/%OS

Entonces estamos seguros de que existe una funcion Unica que satisface la ecuacion.
Que no se cumplan las condiciones no demuestra que no exista.

Cabe recalcar, por lo tanto:

Existen PVIs que no tienen solucion: {

I:0

Existen PVIs con solucidn uUnica: {
y(0)=1

1
Existen PVIs con mas de una solucidn: {y = Xyz
y(0) =0
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;__ 2xy

Ejercicio 1: Sea el siguiente PVI: {y ~ ¥-1, ;es posible usar el Teorema de
y(0) =1
existencia y unicidad para asegurar la existencia de una solucion tinica?

2% - 2x
J° 51 g™ g

| .
) 0o @ oA &Y

ara salucen

e

CoﬁB —> g”

OO PDQ\W@ %<l QX('é*enCJO@ e

[UINICa e

(\_/\/\
Ejercicio 2: Para la ecuacion y' = 1 + y2. Comprobar si y = tan (x + ¢) es
una familia de soluciones. ;Garantiza el Teorema de existencia y unicidad
la existencia tinica de una solucién para el PVI?:

{y, =1+y°
y(0) =0

4 _ 7
5\: [14+Qﬁ(x+c)1~i = At dan (x1C) =1+ tad(xicd

B‘E_Z
> &
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Estudiar para los distintos valores de x, e y, la existencia y la unicidad
de la solucion para el siguiente problema de Cauchy:

, 2xy
y _y_xz

y(x0) = yo

2%3 xz #+ O

g(x,%) - - ;m;en%mab 4 .
|37 %

»¥X

Una FAMILIA DE SOLUCIONES de una EDO es un conjunto de funciones
(que puede depender de uno o varios parametros) de forma que todas las
funciones de dicho conjunto son solucion de la EDO dada (dada una con
su intervalo correspondiente).

Las funciones que forman parte de la familia se laman SOLUCIONES
PARTICULARES (no contienen constantes arbitrarias).

Si una familia de soluciones contiene a todas las soluciones de una EDO,
esa familia recibe el nombre de SOLUCION GENERAL de la EDO (contiene
tantas constantes arbitrarias como el orden de la EDO).

Si existen soluciones de la EDO que no pertenecen a una familia de
soluciones, reciben el nombre de SOLUCIONES SINGULARES.
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1.4 REPRESENTACION GRAFICA DE SOLUCIONES. ISOCLINAS.

O <

En este apartado se estudiaran métodos graficos para resolver EDO. En
concreto estudiaremos dos métodos:

Método basico: , .

Si consideramos la ecuacién diferencial: y' = f(x,y) donde y = ¢@(x) es una
solucidn que pasa por (x, V), el valor de f(xy,V,) es ¢’ (x,) — pendiente de la
recta tangente en el punto. N S

~— - ( L (\I Dl
En cada punto (x, y) podemos definir el vector unitario (1, f(x,y)) y de esta
forma crear un campo de direcciones tangentes a las soluciones en cada punto.

Ejemplo:tx\—/y_—l;l —> (4_/ \(-—\3+A>

(g/ \(—\3"(\\)% \G‘l:Ai + (Y—BH)Z —

x—ygtd

A
/

‘/ <
/
\
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QM@B (_l\mgcgjjg cuw oGy L'VL{%\YQQ‘}
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Método Isoclinas: El siguiente método nos permite buscar superficies/curvas
donde la pendiente es constante. Sobre esas curvas, la pendiente de la recta
tangente a la curva integral es constante en todos sus puntos.

3‘-’ %, 9) fCx,y) (k)

Ejemplo:y' = x% —y

= cunce. de e

Buscamos las isoclinas — \f(x, y) = k@—) x2—y=k %li—kj

Las isoclinas son parabolas:

A

K- e
3%
<= |

o= D)
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