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INTEGRAL INDEFINIDA

Si F(x) es una integral con respecto a x de la funcion f(x), la relacion entre ellas se
1
expresa: I f(x)dx=F(x)+C Frog = fox
= J {txyalx = Fexy + ¢
Notese que si F(x) es una integral de f(x) con respecto a x, entonces F(x)+C es

también dicha integral, en la cual C es una constante cualquiera, puesto que la derivada

de cualquier constante es cero.

Geométricamente y = F(x)+ C, representa una familia de curvas mutuamente
paralelas.
Asi, esta familia de curvas tiene la propiedad de que, dado cierto punto (x,,y,) existe

una y solo una curva de la familia, que pasa por este punto particular que especifica el

valor de C, es decir C = yy— F(xy)

Con C determinada en esta forma, se obtiene una funcion definida que expresa a y en
funcion de x, es decir, la constante de integracion se determina Unicamente si se
especifica un punto por el cual pase la curva que representa a la integral.

Esta especificacion se conoce como una condicion inicial, porque la evaluacion de la
constante de integracion se hizo primeramente en conexion con problemas de mecanica,
en los cuales se especifican velocidades o posiciones iniciales de los cuerpos en
movimiento.
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EJEMPLO
., ., 1
Hallar la solucion general de la ecuacion  f(x) = —
X
Y calcular la solucion particular que satisface la condicion inicial F(1) = 2.
-24A
5§Lx)olx=J—\—-o{x= x tax = X + O =
Xt -2
-
= X ' ] ol
= + =-—+
J -\—' Ax = — 1 & C,' -1 5 X
Xt A
' SoC . Pm&\ou.\a/t
F(x) = - ;‘\- + & :
Fexy=--—+3
Floy=- 4 +4=2 » —4x6=2 &
B & =2%x4 =3
SOLUCION:

Para hallar la solucion general, tenemos

J.f(x)dx=_‘.x%dx=J.x'2dx=)i—_ll+C=—%+C

Ahora bien, puesto que F(1) =2, escribimos F(x) = —% +C=2=C=3

. . 1
Por tanto, la soluci6n particular es ~ F(x)=-—+3

X
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La naturaleza inversa de la integracion y la derivacion puede ser vista por el hecho de
que mediante la sustitucion de F'(x) por f(x) en esta definicion, obtenemos
IF 'X)dx =F (x)+ C La integracion es la inversa de la derivacion
—

{=)
Ademas, si J‘ f(x)dx = F(x)+ C, entonces

| )= )+ ]

La derivacion es la inversa de la integracion

Esta caracteristica de inversas nos permite obtener formulas de integracion directamente
a partir de las formulas de derivacion.

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA

TEOREMA 1: La integral del producto de una constante por una funcién de x es igual
a la constante por la integral de la funcion.

Esto es, s1 C es constante.

J‘C-f(x}fx: ij(x)dx

Como resultado de este teorema, se sigue que podemos sacar cualquier constante
multiplicativa del interior del signo de integral.

TEOREMA 2: La integral de la suma de dos funciones es igual a la suma de sus
integrales.

(/) + gkt = [ £(e)e+ [ gy

(Propiedad de linealidad)
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TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

Funciones simples

Funciones compuestas

Jﬁ}:ix:x+C

[kax=kerC - KJIAX = kX +4

n+l

+C

n# -1

Ix"dx= n+l

n+l

+C

n#-1

ju" ‘uldx =
n+1

Ildx = ln‘x| +C

X

j£cix =In ‘ul +C

u

Ie" dx=e"+C

je“ cu'de=e" +C

X

+C

Ia"dx = la

na

+C

a" -u'dx =

IC()S xdx=senx+C

_[ senxdx =—cosx+C

jcosu u'dy =senu+C

senu-u'dx =—cosu+C

1
J —dx=tgx+C
cos’x

1
_[ —-u'dy=tgu+C
cos’u )

J(1+tg2x)dx=tgx+(]

j(l+tg2 u)-u'dy=tgu+C

-1
J —dx =cotgx+C
sen”x '

-1
j —-u'dx=cotgu+C
sen’u

j1+x2 dx=arctgx+C

u'dx=arctgu+C

1
I1+u

J _12 dx =arccotg x+C
I+x

_[ _13 ‘u'dx =arccotgu+C
l+u”

dx =arcsenx+C

i 1
Ji-2

‘u'dx =arcsenu+C

J- 1

-1
I dx=arccosx+C
1-x7

-u'dx =arccosu+C

I—l
Ji-u?

WWW.TUACADEMIAFACIL.COM




~

ADEFACIL

Integral Indefinida

Dada una funcién f{x), decimos que la funcion F(x) es una primitiva
de f(x) si se cumple: F'(x) = f(x). Se representa por:

j f(x)dx=F(x)+C

Propiedades de la integral
indefinida

[0+ g0ldr = [ f(x)dx+ [ g(x)dx

Integracién por sustitucion

El método de integracion por sustitucion consiste en introducir una
variable t, que sustituye a una expresion apropiada en funcién de x,
de forma que la integral se transforme en otra de variable t, mas
facil de integrar.

Integracién por partes

J-uodv:uvv—_'.v-du

Integracion de funciones
racionales

*grado [P(x)] = grado |Q(x)]

J‘giﬂd = [Cedx +j

(X)

* grado [P(x)] < grado [Q(x)]
- si Q(x) tiene solo raices reales simples:

P(x)
_[Q(i)d _j dx+_[

- si Q(x) tiene raices reales simples y miltiples:
A
jP(x) dx = Iidx+JL2dx+...+J'—”dx+
O(x) X—a (x—a) (x—a)’
B B,
+I B dx+j 2 7 dx+...+j—’dx+...+
x—b (x=b) (x—b)"

M
+jx—;11dx+j(x—;z +j

dx

- - dx+...+_[

(x— m)
- si Q(x) tiene una raiz real simple y dos complejas conjugadas:

R(x) Mx+ N
'[Q(x) '[x ad '[px +qx+rdx

Integracién de funciones
circulares

- Para calcular la primitiva J. sen™ x-cos” xdx , siendonom
impares, hacemos el cambio sen x = ¢ 0 cos x = ¢, respectivamente.
- Para calcular la primitiva J'S€nm x-cos" xdx siendon ym

pares, la transformamos, utilizando las formulas del seno y coseno
del angulo doble, en otra mas facil de obtener.
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1. INTEGRALES ‘INMEDIATAS’ DE TIPO POTENCIAL

[mp ey sy ax = 1y +c

EJEMPLO: 3.24
. ) ) —A— 2(5

Jalox® +8] " av =L 3fapx ((Lxt+F) /-"o\x = 7/';_ 2 (x4
o . 2 o2

j’(ﬂ:bxl +¢ n-Aa= -'/3 e - %.(bx-»i) + G

=_—E.
3

=)A=
Ly=2-6x =ARK  m=-ci4="—

tiene que ser posible realizar la siguiente identificacion:
i
£ =(6x® +8)
de donde se tiene que fry=6x"+8

y por tanto f(x)=12x,

1 2 : .
por otro lado tenemos que n—1 :—§:> n= o por tanto necesitamos tener bajo el

signo integral la expresion:

7
~ fi() N

2~ 1
.[E 12x- («Sx2 + 8)_/3dx
Asi pues operando con constantes en la integral del ejemplo tenemos:

foloet o) =21 1o o) = 2o o) v

§6)

Integral inmediata tipopotencial
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2. INTEGRALES ‘INMEDIATAS’ DE TIPO EXPONENCIAL

J.f'(x}zf(x) nadx =a’" +¢

EJEMPLO:
3oxt43 1 3 X+ 3
_[x 5% dx ::_4\_&.7 4X° S . S AR =
4
4 XxT+83

‘f(x]:X +3 — A s + C:
{(x)= 4&3 Aeng

a =5

necesitamos que: f{x) = x* + 3, por tanto  f'(x) = 4x’
De este modo, operando con constantes en la integral tenemos:

J-x35‘*4+3 dx = l-LJ-4)C3'5)c4+3-1n5abc = L'5‘*4”’ +c
4 1n5 41n5
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3. INTEGRALES ‘INMEDIATAS’ DE TIPO LOGARITMICO

j%-dx:m|f(x)|+c

EJEMPLO:

[——av = - j 3€” = |- A enla-32+d
1-3e" -3 1- 3 3

£y = 4 -38
{'ey = -3

Tiene que cumplirse que la derivada del denominador se encuentre en el numerador

fx) =1-3€y f(x)=-3€

Por tanto ajustando con constantes ((-3) en este caso) en la integral dada.

jex d = _3exdx=i1n\1—3e*

1-3e" -371-3¢" -3
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Son también integrales ‘inmediatas’ de tipo logaritmico:

dx
I /()
L
/'(x)
ya que son equivalentes a:
f1x)
Jf(X)d
EJEMPLO:
d 1
IR szg..ﬁ.,u:@mx\afq
xInx Lk
) 778'4 4
fw) = 2
friiey S
dx
| x = [ =Infin x| +¢
xInx In x
, 1 1
Donde: f(x)=Inx, f(x)z;, f’(x):x
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4. INTEGRALES ‘INMEDIATAS’ DE TIPO INVERSA Y DIRECTA

TRIGONOMETRICA

Icosxdx=senx+c

Icosu-u‘dx =senu+C

J’sen xdx=—cosx+C

I.s*enu cu'dx =—cosu+C

dx =arctgx+C

1
J-1+

w'dx =arcigu+C

1
j1+uz

-1
J- dx =arccoigx+C
1+x7

u'dx =arccotgu+C

-1
I1+u

dx =arcsenx+C

J#
Ji-x?

I ‘u'dx =arcsenu+C

2
1—u

I -l dx =arccosx+C
1-x?

-u'dx =arccosu+C
1—u’

EJEMPLO

= loncsen (Te. x2) + @

Funcién Inversa trigonométrica J‘ﬂ = J—
Ao R

)Lal'k .QE %

Para asimilar la integral propuesta al tipo de inversa trigonométrica:

J- x}dx
V1-72)

=arcsen f(x)+C

necesitamos:

u_:‘rL)(')‘= \’Z Xz

=S"($):\J: ‘oA X =.z\lZ o

FHx)=6x", portanto f(x)=6x? y finalmente /"(x)=26x

De este modo operando con constantes en la integral dada:

2J6x+de |

Iﬂ’x J' —ﬂrCSCn
JI—6x* ZJ_ Ji—6x*

(ﬁ-x3)+(,‘
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APLICACIONES ECONOMICAS

En economia la variaciéon de una cantidad “y” con respecto a otra cantidad “x” se
analiza normalmente en términos de la variacion marginal. Asi pues de igual forma en
que la variacion marginal puede obtenerse diferenciando una funcién, dicha funcién
(exceptuando una constante) puede obtenerse al integrar su variacion marginal.

RENTA NACIONAL, CONSUMO Y AHORRO

Si la funcion consumo viene dada por: ¢ = f{x)

en la cual ¢ es el consumo nacional total y x es la renta nacional total, entonces la
propension marginal a consumir es la derivada de la funcidn consumo con respecto a x.

dc
Z o f(x
="k
y, suponiendo que x = c+s, donde s son los ahorros, entonces la propension marginal a
ahorrar es
S=X-C
ds dc
A _ a_ de aff e
e AR dx dx
El consumo nacional total es la integral con respecto a x de la propension marginal a
consumir,

c=[ f'(x)de=f(x)+C

Debe especificarse una condicion inicial para obtener una unica funcién de consumo al
integrar la correspondiente propension marginal a consumir.
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LK % x TN xR«
Vx YA 1
-L s x| /Q_
T
EJEMPLO
. . . . dc 0.2
La propension marginal a consumir en billones de euros es:  —=0.7 +
dx Jx

Cuando la renta es cero, el consumo es 8 billones de euros. Hallar la funcion de
consumo.

- | Re _ ] o Sretx + bzd%:
‘“S;:"‘"‘S(”"’* = Y| =
|
= 0'430"7&-\- O'Q)\}——:_d&=°'*7< 4+o-QVx + ¢ :o%uo“ﬁ-&(‘t
B A
c = 0am +6'alx 1

X=0C 4 c= o3 +o'als é'l-c-l §K
La funcion de consumo sera: c:fﬁdx =I 0.7+ —= ldx =0.7x+0.4/x + C
dx f

Six=0, ¢c=8,sededuce C=8 ysetienen c=38 +0.7x + 0.4+/x
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5. INTEGRACION POR CAMBIO DE VARIABLE

No todas las integrales pueden evaluarse en forma directa usando las integrales estandar
expuestas en la seccion previa. Sin embargo, muchas veces la integral dada puede

reducirse a una integral estdndar ya conocida mediante un cambio en la variable de
integracion.

METODO DE SUSTITUCION O CAMBIO DE VARIABLE

Segun lo dicho hasta aqui, se trata de calcular la integral: /= J. g(x)dx

la cual resulta ser una integral complicada.

Buscamos por tanto una funcion u = u(x) tal que:

2(x)=f[u(x)]u (x) para una funcion f.

Entonces si /" es una primitiva de £, tenemos por la regla de la cadena

L )] = Al ' (v)

dx

Por tanto Fu(x)] es la buscada primitiva de g, siendo:

1= [alehte= | el (s =] il hte= Pl e

Si tenemos en cuenta que al ser u = u(x), entonces du = u’(x) dx la ecuacion se puede
escribir:

1 =jg(x)dx=jf(u)du =jF'(u)du =F(u)+C =F[u(x)]+C (2)

En principio, segin queda reflejado en la ecuacion (2), se trata de encontrar una funcion

u = u(x) de manera que la funcién f{u) que aparece dentro de la integral tenga una
primitiva F’ conocida.
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(Como se encuentra esa funcion u = u(x) 6 cambio de variable adecuado?

Tipo de integral Sustitucion Cilculo de elementos para sustitucién
IR(ax)dx a=u a=u Ina*=Inu  xIlna=Inu
6 I R S I
Ina du Inau
[ Rlv.a Jar dr = —Lay
Ina u
J‘R(e*')-dx e=u e=u Ine'=Inu xIne=Inu
6
JRGre X2
u
5 Inx =
[ Rlx.Inxydx nx=u . j_x:eu Jdx=o"dud
| u
iRk metga)a: || st te—
cos” u
‘ JR(X, arc sen x)'dx ‘ arcsenx =u Ix =senu | ‘dx = COS u-du|
.[R(x’ arc cos x)-dx ‘ arc cosx =u b = cos u] ldx = - sen udu
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EJEMPLO
e = w //(e")"': X wt
X
j ez'dx: med = X lue = x =Luw —» X =Lluw V-
l—e™ ) -
aAx = -—-wdu»\
= y( _l.. e :S 1 - HAuw =
A—uwr A-u
A B
1-uE = (A4 (A=w) — 4_“‘_= e Tax
A-Aw 4B +Bu 4 &A‘\-B:/l—aﬂ-*/‘:"*“?‘
— Ab=o —»AsS &)
M 4w (4 At |-4ab A=B
(-4 g =
(e o (2 “=4_34_M+&'1Lj_ =
-Sq.\.u * N I\—ud d/ A4 2 1-u
=4 Lularul - L Lula-uw)4 4
= =5
X ¥ \ r X
*J—C clx:i_—&/\\’\'\'é\“_i'&‘llt e+ 4
ol
4~<:L\(

Hacemos el cambio

Resulta por tanto

J

e u

xz .

|—e™

de variable

1
e'=u=>x=lnu=dx=—du
u

1
1—u

'ldu=_[

2 2

Deshaciendo finalmente el cambio de variable

ex

_el.\’

+C

dx=—lln|1—e" +11n|1+e-*
2 2

fi
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EJEMPLO X w - S

1
- _dx =
'[x(l+lnx) * AK = CLLoLn.\

:j ! é/du=J 1 = mlaral+d

;}‘/(,{.‘.u) 1+
*j ! e A A+ Lux)+ ¢
X (A+ 2ux)

JL;&)\ = «O\AIA-\--ZM.x]-\-c,"
A% 2uX

Hacemos el cambio de variable: Inx=wu—=x=¢" = dx=¢"du

Resulta por tanto:

: L= )
dex—fe,,(l+u)e du-JlHl du=1n|l+u|+C=Inl+Inx]+C

WWW.TUOACADEMIAFACIL.COM



~

ADEFACIL

6. INTEGRACION POR PARTES

Cuando una expresion que incluye productos o logaritmos no puede evaluarse
directamente con el uso de formas “estandar”, una de las técnicas mas Utiles para
transformarla en una forma “estandar”, es la formula de integracion por partes, la cual
se basa en la inversion de la formula para la derivacion de un producto.

St u y v son funciones de x (#=f(x), v=g(x)), por la formula de la diferencial de un
producto de funciones, tendremos:

d(u-v) = u-dv + v-du, despejando u-dv

u-dv =d(uv) - v-du, integrando en ambos miembros.
Izz-dvzjd(u-v)—jv-du

con lo que nos quedara la formula de integracion por partes:

Iu-dv =uv— I vdu

Donde:
u=f) > %:f’(x), die = f'(xydx
V=gl T g:gm dv = g'(x}dx

Sustituyendo esta forma de expresion en la formula de integracion por partes
anteriormente hallada, nos quedara en la forma siguiente:

[ (xye (hex = 1 (xalx)— [ gx) s/ (x)ax
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El método consiste fundamentalmente en descomponer la integral original en producto
de dos funciones, de tal forma que al aplicar la formula, la nueva integral sea mas
sencilla que la original.

A continuacion damos unos métodos generales que sirven para descomponer la integral
dada en productos de dos funciones.

Partimos del supuesto de que cualquier funcion se puede expresar como producto de dos
que denominaremos u = f{x) y v = g(x).

De esta manera tenemos: judv = J-f(x}g'(x)dx

Por tanto siempre que bajo el simbolo integral aparezca alguno de los siguientes casos
se procedera a realizar las identificaciones que a continuacion se indican.
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METODOS GENERALES DE FUNCIONES INTEGRABLES POR PARTES

ALPES — jeuno (o
CASO 1 & Y pnencay
) ) ol pdivona v . .
Cuando bajo el simbolo integral tengamos el producto de una funcion trigonométrica
mversa multiplicada por la unidad o cualquier constante, entonces:

Funcién trigonométrica inversa} f(x) = [f{x) =u

La unidad o cualquier constante} g —=

EJEMPLO ALPES
A
— out L = alx
J'arctgx'dx = w = A5 %) A4kl i
N o= A= oK
2 K
=1 AKX =
= \LU'—-S\S‘AJ.&. = x.auud—zj(ﬂ -zj )

[

X-aclﬁtx\ - -]3_ ""J\’\l/‘-""zl"’q‘

u = arct :d—u— ! =du= dx
& dc  1+x° 1+ x*

dv =dx :J.dv:fdx:v:x

yaqueen estecaso
g=1

2xdx
1+ x?

Iarctgx'dxzxarctgx—jx d =xarctgx—%_|.

1
=xarctgx ——Inll+ x? )+ C
1+ x° Y75 ( )
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CASO 2

Cuando bajo el simbolo integral tengamos el producto de una funcién trigonométrica
inversa o funcion logaritmica multiplicada por un polinomio o funcién racional en x,
entonces:

ALPES

e Funcion trigonométrica inversa o funcion logaritmica } fix) = [fix) = gl

e Polinomio en x o funcion racional en x } g(x) = é(x)dx = dq

EJEMPLO ALPES
A
w = L X dua = A
lenxdx = . . ¥,
V= — Au = X dxK
2
2
- X g - X_”'.La\x=_><_.&m—'—jxob<=
- X X 2 5
2 b | X* | L
_I&/\.X Y ‘z/+cl o 4 él

uzlnxﬁd—u:lﬁdu:@

dx «x X

2

dv = xdx = Idv:jxdx = v:x—
2
Por tanto,

2 2 2 2 2
jxlnxdx:x—mx-jx—ldx:x—mx—jfdx:x—mx—x—+c
2 2 x 2 2 2 4

A (x*eux - XY+ 4
< L
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EJEMPLO ALPES
- _ A1 AR
_[xarctgxdx = { w _wc«ls& T a4t } -
V= l;-:- Au = KAK
v
A
— XL C % —_— j X d)( —
- o “ 43( ) < A4+xT
- X wz‘_“SCX)— ‘ ‘g X" ax =
- ¥ A4 xt
- X-L = A= ! =
A+ X* A% X

(t
x
i
S
N
3
o
z
(
&l
— —1
—
N
S
N
|
—
D
T
R
~

[
i
A
o
»
I
-
N
Pl
|
N
0
A
X
-
+
H
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du 1
u=arctgx = — = = du=
dx 1+x I+x

2

2

dv=xdx3fdv=jxdx:>v=%

Por tanto,
x? x?  dx x? 1 x?
xarctg xdx = —arctgx — | — =—arctg x — — dx
'[ & 2 & 2 1+ x? 2 & 2 J‘1+x2
—_—

funcionracional

Al ser el grado del numerador de la funcion racional a integrar, igual que el grado del
numerador, se realiza la division

de donde = lx =1-

De este modo

2
:xarctgx—;(x—artgx)+c

x? 1 1
xarctg xdx = —arctg x — — | L'dx + —
-[ = 2 = 2-[ 2-[1+x2 2
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CASO 3

Cuando bajo el simbolo integral tengamos el producto de una funcion trigonométrica o
funcion exponencial multiplicada por un polinomio o funcion racional en x, entonces:

ALPES
e Polinomio en x o funcién racional en x } ftx) = |Z"(x! = U
¢ Funcion trigonométrica o funcion exponencial } gx) > é(x)dx = dﬂ
EJEMPLO ALPES
(N
— de = 2xl K
Ixzsen xXdx = W =x

U = - cosSX Au:w%d&
= — X*CoS K — J (- cosx)axalx =

uw=XxX A =X
x.

1 X -SRAK =
= - XeSK & AS U =Yenx Av =gxel

= — XN+ .L<xac.v\x —5 WX&K) :

=X LogX & X Yeuk —2 (—SK) +6 =

— xL(oSK 4 aXaenx &« AoSX + d»

)t
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u=x* :d—u=2x:du=2xdx
dx
dv=senxdx:_|'dv=_|'senxdx:>v=—cosx
por tanto

szsen xdx =—x> cos x+j(cos X 2xdx = —x? cos x+ZI (cos x)xdx

La ultima integral la resolvemos aplicando de nuevo la integracion por partes.

Llamando
u:x:>d—u:l:>du:dx
dx
dv:cosxdxzj.dv :.[cosxdx::» v =sen x
entonces

j(cosx)xdx =xsenx—jsen xdx =x sen x +cos x +C

Asi pues finalmente: Ixzsen xdx = —x? cos x + 2(x sen x+cos x)+ C

WWW.TUACADEMIAFACIL.COM



~

ADEFACIL

CASO 4

Cuando bajo el simbolo integral tengamos el producto de una funcion exponencial
multiplicada por una funcidn trigonométrica, entonces:

ALPES
e Funcién exponencial } ) = f(x) = u
¢ Funcion trigonométrica } gx) > é(x)dx = dV)

También se puede proceder asignando a la funcién exponencial la funcion g(x), y a la
funcion trigonométrica la funcion f{x).

Por cualquiera de los dos procedimientos saldra una integral en la que habra que
integrar por partes nuevamente, en esta segunda integracion deberd aplicarse el mismo
procedimiento que se aplicéd en la primera.

Es habitual que dentro de esta clase de integrales se presenten los denominados
Integrales Ciclicas, que son aquellos en lo que mediante la integracion por partes, se
llega nuevamente a la integral original la cual se pasara al primer miembro, despejando
finalmente el resultado.
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EJEMPLO ALPES
Je“senxdx _ ) w=<t =elax .
A = — cgrn A = Raralk
X X - X X _
- - € Lotk _J_ eX . wgxdx = — € wSX + |e tosxelk=
w = e," A =é(0li

If

- X sk + el rennr —j X serx dx.

e
—

Qj € semxdr = + € (SR — 8K

e’ ( temr —cosx) ,

+ 4

j 6‘3&4 Xdx =
oL
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u=e' z@:e"‘ = du =e"dx
dx
dv:senxdx:Idv:jsenxdx:v:—cosx

por tanto

J-e"sen xdx =—e”* cos x+J- cos xe " dx

La ultima integral la resolvemos aplicando nuevamente la integracion por partes.

Llamando
du
u=e' = —=¢" = du=e"dx
dx
dv = cos xdx = _[dv = J cos xdx = v=sen x
Asi pues

jcos xe'dx=e"sen x—j sen xe “dx

Sustituyendo este resultado en la integral inicial:

J-e"sen xdx =—e* cos x+e” Senx—jsen xe dx

pasando esta ultima integral al primer miembro

2J.e"sen xdx=—e" cosxt+e'senx
de donde la integral pedida:

J-e"sen xdx = %(—e" cos x+e*sen x)+ C
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7. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES

Una funcién racional, es como sabemos una funcion de la forma f (x) = , en donde

Olx)
P(x) y O(x) son polinomios.

Se trata por tanto de hallar la integral J.de .

X
O(x)
Se puede suponer que el grado del polinomio P(x) es menor que el grado de O(x), ya
que si no fuera asi basta dividir P(x) por O(x), obteniéndose

P(x) | Ox)
R(x) C(x)
De donde P(x) = O(x) -C(x) + R(x) = dividiendo ambos miembros por (J(x) tenemos
finalmente:
Px) R(x)
= C(x)+ s
ot~ ot

y la integral se puede escribir

Px) il ooy B9 e - 1 et s [ RE)
ey~ ct G5 o=t ke

teniendo la seguridad de que el grado de R(x) es menor que el grado de QO(x).

Segtin sean las raices de O(x) = 0 se distinguiran varios casos:

) 1. P(%) es la. =Ldedo. 2 Pix) — Tntegel Tometits
S PCK} AR - én

@cx) ‘1 — a,«-(‘.‘""?

L. Qoels PCx) S eels At BCx) — Hrasir los patit Moumiog

3. geotlo @cx) > gaals <42 Plr) —» Anclitmc el S

—o -4
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CASO 1: RAICES REALES SIMPLE

Es decir,

Olx)=(x-afx~a,)...(x~a,)

siendo las g; distintas.

P
En este caso se puede descomponer (x) en la forma,
Olx)
P A A A
(x)_ 24—t
Q(x) x—-a, x-—a, x—a,
en donde A4, 45, ..., 4, son numeros reales que se pueden calcular sumando las

fracciones anteriores ¢ identificando los coeficientes de las potencias de igual grado de
los numeradores del primer y segundo miembro.

Asi pues una vez que se hayan determinado las A;, nuestra integral es la suma de »
integrales inmediatas:

Ii)c)dxzf[ A AL A de:
Q(x) X—-a, x-—a, x—a,

=4, In|x-a,|+4, In|x—a,|+...+ 4, Injx—a,
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EJEMPLO Ry seedo PIx) S5 grds PX)
I J-x +2x+1
X —5x+6¢(x) x3 +2x + A4 \ Xt -SX+ @
St _ex X+S
Y
SXx —4X +1 P(x) R(x)

- sx* 4+ asx -0 m—c( x)+ o(x)

/ 2AK -9

xt—Sx46 Xt-Sxac

3
SX 42X 44 Ax:J[(x-&S)-I- QAR - 2 }"L*:

:J(X+S)ol~& +J 2N -4 ax -
Xt -SX 4 &

=j(x-\5)dx +j =43 ax +J_34 AX =

X -2 X -3

"

£‘+Sx -A3Ln Ix-al+ 34 2un|x-3| +c:',

a
Xl -SX ¥+ = O X=2
" =3
n
(X-2)(x-3) - 13 24 AX-3A +BX-1B= MX - 29
'4 0
A1 R - 27 A R A+R =2 %A:—B
= +
- -_— =-2 £=
X -8 e x_g %2 3pn-28=-29 (=34
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Puesto que el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, se efectia la
division,
x3+2x+1_ 21x-29

+5+
x> —5x+6 x?—5x+6

por tanto la integral inicial, se transforma en:

2
I(x+5+—21x_29 de—x—+5x+j—21x_29 dx
x? —5x+6 (x—2)(x—3)

Descomponiendo en fracciones simples:

21x—29 A, A, A(x=3)+A4,(x-2)

(x=2)x-3) x—2+x—3_ (x=2)x-3)
(A, +4,)x=34, =24,

(x=2)x-3)

Identificando coeficientes:

A +4, =21
— A =-13, A4, =34

—34,-24, =-29
y
21x-29 —-13 34
———dx= d. d.
J‘(x—ﬁa’)(x—Z) g Ix—Z x+Ix—3 g
luego:

2
I= x?+5x—13-1nlx—2‘+34-h1‘x—3|+C
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CASO 2: RAICES REALES MULTIPLES

Si el polinomio Q(x) tiene una raiz a, de orden de multiplicidad “m ”, ademas de
distintas raices sencillas by, ..., b, esto es:

Ox)=(x—a)"(x=b, Nx=b,)...(x~b,)

P(x] .
entonces se descompone como sigue:
O(x)
P(x) A 4, A, B, B, B,
= + —+...+ + +—=—+...+
O(x) x-a (x-a) (x—a)" x-b x-b, x—b,
los coeficientes A4y, ..., A,, , Bi,..., B, se hallan del modo antes expuesto.
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EJEMPLO

dx
= e

-4/
= ;A& -+ /2 Ax+
X=-4 (X-4)%

-2
:-—.\ZS 1 atx-\._l_ja-(x-—i) ckx-\-.%j

X~1 <

de-

(R+4)

A o =
X1

xt—A

= AXT— AA¥BX4 R+ Cx*a C=-2¢x =1

AtC =0 =-C
R-QC =0 R=2C
~AxBX+xC =1
L _p s Cr2Cc+C=1
AC =1

\ L w-ay 0 |4 ¢
=c - Lnlx-4) 4+ — X 4 — 2m\ x4 ¢
4 <L -2+a 4
|- 4 -t A s A enxaa|+ 4
_-Z-&A\X 1N - = S l
1 _ A . & , <
(x-l\)zéx+4') (x-4) “_4)2 (x-vt)
AlR=4)(K+1) 4 B(x44) + CCx-A) =
xE4+A-2X
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1 _A 4, B
(x=10(x+1) x=1 (x=1)° x+1
=Al(x—1)(x+1)+A2(x+1)+Bl(x—1)2
(x—l)z(x+l)

(4, +B, )x* +(A4, 2B, )x— 4, + 4, + B,

(x—1)2 (x+l)

Se identifican coeficientes:

luego:
1 1 1

¢ 4 2 4

I_-[de+-[(x_l)2 dx+.|.x+1dx

1 1 1

=——ln|x_1|_lA_+_
4 2x-1 4

ln|x+1‘+C
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